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Введение
Я ученик 10 класса. В следующем году я буду сдавать ЕГЭ для того, чтобы поступить в ВУЗ, в том числе и профильную математику.
Она в отличие от базовой содержит в себе более сложные задания, но времени отводится столько же, и даже если ученик хорошо подготовился к этому экзамену и знает, как решить все задачи, то ему просто может не хватить времени. Так что же делать, чтобы успешно сдать Единый Государственный Экзамен по профильной математике? Помимо хорошей подготовки к задачам необходимо ещё и поработать над скоростью их решения и внимательностью, а также постараться разобрать все их типы.
Одним из видов заданий ЕГЭ - являются задания с логарифмами. Они встречаются как в первой, так и во второй части экзамена. Для решения этих заданий необходимо помнить достаточно большую теоретическую базу (свойства логарифма; знать, как себя ведёт логарифмическая функция; уметь решать логарифмические уравнения и неравенства и т. д.). Задачи из первой части не представляют сильной угрозы, и я предполагаю, что каждый ученик способен с ними справиться. Но что касается второй, а именно задание номер 15, одним из типов которого является логарифмическое неравенство. Для многих учеников оно является достаточно сложным в понимании и даже неподъёмным, так как для его решения необходимы хорошие аналитические способности. В процессе сдачи экзамена некоторые ребята потеряли баллы из-за оформления, но большинство всё-таки из-за плохого знания темы. Каждому ученику, который хочет сдать ЕГЭ на достойный результат и в перспективе поступить в ВУЗ мечты, просто необходимо уметь решать это задание, ведь оно оценивается достаточно дорого: в 2 первичных балла.
Таким образом, изучив достаточное количество источников, связанных с этой темой, я и выбрал этот исследовательский проект, для того чтобы каждый желающий, открыв его смог подготовиться к решению этого трудного задания.
Цель исследовательского проекта: улучшить теоретические и практические знания и навыки в решении логарифмических неравенств
Задачи исследовательского проекта:
1. Повторить понятие логарифма
2. Подробно изучить методы решения логарифмических неравенств
3. Познакомиться с типами данного задания
[bookmark: _Toc66990980]
Глава 1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
1.1 История возникновения логарифма
Предпосылки
Предпосылки возникновения логарифмов появились ещё в античные времена. В VIII веке индийский математик Вирасена опубликовал таблицу целочисленных показателей степени для оснований 2,3,4. Она и послужила первоначальным источником для создания логарифма.
Также важные открытия были сделаны в Европе. В то время развивались математические и астрономические науки, из-за этого людям потребовались сложные расчёты. Идея упростить вычисления появилась в конце XVI века. Её суть заключалась в сопоставлении геометрической и арифметической прогрессий с помощью специальных таблиц, при исходной геометрической прогрессии. Деление заменялось вычитанием, а умножение на сложение. Упростились вычисления, связанные со степенью и извлечением корня. Этот метод был опубликован в 1544 году в книге «Arithmetic Integra» Михаэлем Штифелем.
Открытие логарифма
В 1614 году математик-любитель из Шотландии выпустил сочинение «Описание удивительной таблицы логарифмов». В нём был описан логарифм и его свойства, а также 8-значные таблицы логарифмов косинусов, синусов, тангенсов, с шагом в 1`. Именно им было предложено название этого термина, которое в дальнейшем устоялось в математике и других науках.
В 1619 году была опубликована книга «Построение удивительной таблицы логарифмов» его сыном посмертно, в которой была описана теория расчёта таблиц логарифма.
Последующие открытия
Оказывается, что в вычислениях таблицы Непера находилась ошибка и все цифры 6 знака после запятой оказались неверными. Многие европейские ученые заинтересовались этим трудом. Тогда в 1624 году астроном Кеплер выпустил свою версию этой таблицы.
В 1620-е годы была придумана первая логарифмическая линейка, которая стала важным вычислительным инструментом для каждого инженера.
1629 Грегуар де Сен-Венсан, выяснил что площадь под гиперболой   изменяется по логарифмическому закону.
В 1748 году в книге «Введение в анализ бесконечных» Эйлер дал определение показательной и логарифмической функциям и очень выделил роль натурального логарифма. Также он распространил логарифмическую функцию на комплексные числа.





1.2 Логарифм
Перед тем, как перейти к логарифмическим неравенствам вспомним, что такое логарифм.
Логарифм – это показатель степени, в которую необходимо возвести положительное число a, чтобы получить число b. (Обозначается  , при этом a называют основанием логарифма, а b – число логарифма, таким образом выражение можно прочитать так: логарифм числа b по основанию a)

При этом должны соблюдаться следующие условия:
1. 
2. 1 (также стоит помнить об ограничения   или  )
3. 
Приведу несколько примеров:



Основное логарифмическое тождество следует из определения:
alogab=b
Десятичный логарифм – это логарифм с основанием 10 (обозначается: lg) 
Примеры:


Натуральный логарифм – это логарифм с основанием e (обозначается: ln)
Логарифм определен только для положительных значений. Это объясняется тем, что логарифмическая функция может принимать исключительно положительные значения.
1.3 Свойства логарифма
1. Первое свойство следует из основного логарифмического тождества: alogab=b
logaax=x	(1)
2. Логарифм произведения – это сумма логарифмов
loga(bc) = logab + logac	(2)
3. Логарифм частного – это разность логарифмов
loga = loga b – loga	(3)
4. Показатель степени логарифмируемого числа перемещается и встаёт перед логарифмом
loga bm = mloga b	(4)
5. Показатель степени основания логарифма перемещается и встаёт перед логарифмом, но уже в виде обратного числа 
logan b = logab	(5)
6. У любого логарифма можно поменять местами основание и логарифмируемое число, при этом исходное выражение записывается дробью с числителем 1 и ранее упомянутым знаменателем
= 	(6)
7. Если степень числа является логарифмом, то логарифмируемое число и основание (не логарифма) можно поменять местами
alogcb = blogca	(7)
8. Любой логарифм можно представить в виде частного логарифмов с другим основанием, при этом логарифмируемое число исходного логарифма идёт в числитель и становится логарифмируемым числом логарифма с нужным основанием, а основание исходного логарифма идёт в знаменатель и становится логарифмируемым числом логарифма с нужным основанием. Это свойство легко запомнить так: «то, что сверху, наверх, а то, что снизу, вниз».
loga b = 	(8)
Закрепим полученные знания, решив несколько примеров:
1) 2 
2
Приведем логарифмы к одному основанию, используя свойства (4) и (5)
22
Представим логарифмируемое число в виде частного, используя свойство (3)
4
4
4=4
Таким образом ответ: 4
2)	
Вынесем показатели степени перед логарифмом в знаменателе, используя свойства (4) и (5)


 в числителе и знаменателе можно сократить, таким образом ответ: 2 

1.4 Логарифмическая функция
Перед тем, как перейти к неравенствам необходимо ознакомиться с логарифмической функцией. Логарифмическая функция имеет вид: 
Логарифмическая функция обладает следующими свойствами:
1) Область определения логарифмической функции - множество всех положительных чисел (это следует из определения логарифма, так как выражение  имеет смысл только при )
2) Множество значений логарифмической функции - множество R всех действительных чисел (это следует из того, что для любого действительного числа b существует такое положительное число x, что , то есть уравнение  имеет корень, который равен , так как )
3) Логарифмическая функция не является ограниченной (это следует из свойства 2 логарифмической функции)
4) Логарифмическая функция  является возрастающей на промежутке , если , и убывающей, если 
Докажем:
Пусть  и если , то , то есть . Пользуясь основным логарифмическим тождеством, условие  можно записать так: . Из этого неравенства по свойству степени с основанием  следует, что .[image: ]
Пусть  и если , то , то есть .  Также, используя основное логарифмическое тождество, запишем условие  следующим образом: , откуда .
[image: ]
5) Если , то функция  принимает положительные значения при , отрицательные при . Если , то функция  принимает положительные значения при , отрицательные при .


1.5 Логарифмическое неравенство
Логарифмическое неравенство – неравенство, которое содержит переменную в логарифмируемом числе или основании логарифма.
Логарифмическое неравенство отличается от логарифмического уравнения:
· При решении логарифмического неравенства обязательно нужно учитывать характеристику монотонности логарифмической функции
· Решение логарифмических неравенств требует больших аналитических способностей ученика, нежели чем решение логарифмических уравнений, также особую роль занимают равносильные переходы
· Проверку найденных решений сделать невозможно, так как ответ обычно
предполагает бесконечное множество решений
В классическом логарифмическом неравенстве решение состоит из нескольких частей:
1. Нахождение области определения неравенства
2. Преобразование исходного неравенства к более упрощенному (учитывая монотонность соответствующей функции)
3. Поиск решений преобразованного неравенства
4. Нанесение найденных решений на область определения
5. Запись ответа
При решении логарифмических неравенств используются основные логарифмические свойства, определение логарифма и монотонность логарифмической функции (также для того, чтобы не запутаться и удобства проверки следует записывать решение в виде цепочки равносильных переходов).

Глава 2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
Методы решения логарифмических неравенств
2.1 Замена переменной
Метод замены переменной встречается достаточно часто: в различных уравнениях, рациональных и иррациональных неравенствах и так далее. Он выполняется по следующему алгоритму:
1. Упрощение выражения (если требуется)
2. Замена переменной, содержащей логарифм
3. Дальнейшие преобразования и поиск интервалов решения
4. Обратная замена
5. Поиск решений (При снятии логарифма следует помнить о монотонности функции. Если она возрастающая, то знак не меняется, а если убывающая, то меняется. Также если неравенство имеет вид: , то при снятии логарифма следует учитывать не только монотонность функции, но и условие . Рассмотрим на данном примере: из неравенства , при условии возрастания функции получим:. Данный аспект от строгости знака не зависит.)
Решим некоторые неравенства, используя данный метод
Задача 1.

Вынесем квадрат из степени за знак логарифма (при этом он пройдёт через квадрат логарифма). Также x следует записать под модулем, имеем:

Не трудно заметить, что модуль можно снять, так как  существует.

Заменим  на t:                             8                  t   
/  /  /  /  /  /  /  /  /                                  /  /  /  /  /  /  /  /  /   
                                                                                                  x


bb




Нули: 

Произведём обратную замену:

Запишем двойное неравенство в виде системы:


Снимем знак логарифма, учитывая монотонность функции и условие :

Таким образом ответ: 
Данное неравенство является классическим, среди тех, которые решаются заменой, оно решается строго по алгоритму и не требует никаких аналитических способностей. На ЕГЭ таких, конечно, не будет.
Задача 2.

Представим произведение логарифма в виде суммы логарифмов и вынесем минус первую степень получим выражение:

Заменим  на t:

И на этом этапе у учеников появляются проблемы, большинство просто приводят всё выражение к общему знаменателю и пытаются найти ответ. В итоге они закапываются в вычислениях, получая многочлен третьей степени, но идея задачи заключается в другом, следует вспомнить про деление многочленов (данная тема входит в школьный курс). Давайте осуществим его:
	
	

	

	

	



Таким образом   = 
Аналогично поступаем со вторым слагаемым:

	
	

	

	


Таким образом   = 
Имеем:


В итоге из достаточно сложной конструкции мы получаем простое неравенство. Дальше следует привести выражение к общему знаменателю (до множить будет ошибкой, так как потеряются некоторые корни). 


Нули числителя: ; нули знаменателя: 4;1
          -1                        1                       4                               t 
/  /  /  /  /  /                          /  /  /  /  /  /  /



Произведём обратную замену:


Снимем знак логарифма, учитывая монотонность функции и условие :

Таким образом ответ: 
Задача 3.

Представим произведение логарифма в виде суммы логарифмов:

Вынесем восьмую степень за логарифм, при этом x обязательно нужно взять под модуль

Так как  существует, то :

Заменим  на t:








Нули числителя: ; нули знаменателя: 
Также очень важно помнить про ноль чётной кратности и, чтобы его не забыть подпишем его на оси
/  /  /  /  /  /                                                       /  /  /  /  /  /  /
          -4                     -2 (ч)                     4                        t 



И так записывая ответ обязательно включаем , так как эта точка закрашенная и будет являться решением

Произведём обратную замену:


Снимем логарифм, учитывая монотонность функции и условие :

Запишем ответ: 
Особенность данного примера заключается в чётной кратности, у которой не строгий знак. Многие ученики забывают включить её в ответ, поэтому с подобными неравенствами следует быть предельно внимательным, чтобы подобного не происходило.


2.2 Метод потенцирования
Метод потенцирования переходит из решения логарифмических уравнений. Он заключается в приведении всех слагаемых к логарифму одного основания, после чего его можно убрать, получив неравенство, состоящее из некогда логарифмируемых чисел. Однако, при этом следует учесть область определения и записать решение в виде цепочки равносильных переходов. Существенное отличие применения метода потенцирования в неравенствах от уравнений заключается в невозможности использования проверки (зачастую неравенство имеет бесконечное множество решений на определённом интервале).
Решение неравенств следует выполнять по следующему алгоритму:
1. Представить все слагаемые в виде логарифмов с одинаковым основанием
2. Записать область определения системой
3. В эту же систему, учитывая монотонность соответствующей функции, занести полученное неравенство, состоящее из логарифмируемых чисел, но без логарифма
4. Решить данное неравенство
5. Нанести его на область определения
6. Записать ответ
Разберемся с данным методом на конкретных примерах
Задача 1.

Представим  в виде логарифма с основанием :

Заметим убывание функции и, записав область определения, применим метод потенцирования:

Решим каждое из неравенств по отдельности:




                -4                               2                                  x 
/  /  /  /  /  /                                    /  /  /  /  /  /  /








                -6                               4                                  x 
  /  /  /  /  /  /  /  /  /




Получаем систему:

Таким образом ответ: 
Задача 2.


Заметим, что в данном примере не обязательно учитывать область определения , так как, используя метод потенцирования, мы получим выражение . А если , то и . Таким образом задача сводится к решению одного неравенства. На ЕГЭ в подобных примерах корни области определения невозможно найти, или они иррациональны, что затрудняет решение задачи. Составители хотят, чтобы ученик догадался до этого и не решал лишнего.




, при любом x, значит



x

Ответ: нет решений
Задача 3.


Занесем 9 в степень логарифмируемого числа:

Применим метод потенцирования:


Нули: 1;                 -2                               1                                  x 
/  /  /  /  /  /                                    /  /  /  /  /  /  /


                -9                               5                                  x 
  /  /  /  /  /  /  /  /  /








Таким образом имеем:

Ответ: 


2.3 Логарифмирование
Данный метод заключается в логарифмировании обеих частей неравенства по одинаковому основанию, и замены. Запишем в виде алгоритма:
1. Логарифмирование обеих частей неравенства
2. Замена (если требуется)
3. Поиск решений
4. Обратная замена (если требуется)
5. Поиск решений и запись ответа
Попрактикуемся на следующих примерах
Задача 1.



Заменим  на t:




Нули: ;                 -5                               3                                  t 
/  /  /  /  /  /                                    /  /  /  /  /  /  /





Произведём обратную замену:

Снимем логарифм, учитывая монотонность функции и условие :

Таким образом ответ: 
Задача 2.


Поделим обе части на  и на :

Прологарифмируем по основанию 2:




Нули числителя: 
Нули знаменателя: 0
             -1                                  0                             x 
/  /  /  /  /  /                          /  /  /  /  /  /  /



Таким образом ответ: 


2.4 Метод рационализации
Данный метод очень просто распознать. Он применяется к неравенствам вида loga(x)(f(x))>loga(x)(g(x)) 
Применим данный метод, учитывая ОДЗ:

Разберёмся на конкретном примере:
Задача 1.


Применим метод рационализации:










Сопоставим решение 4 неравенства с областью определения:

  /  /  /  /  /  /                /  /  /  /  /                  /  /  /  /  /  /  /
                  -3                    1                              x 

  /  /  /  /  /  /   /  /  /  /  /  /  /  /  /  /  /  /

   0                                                        x    

Таким образом ответ: 


Заключение
В заключение, хочу сказать, что 15 задание ЕГЭ является реальным для решения. В данном исследовательском проекте мы разобрались с одним из его типов: логарифмическим неравенствам. Выполняя эту работу, я улучшил теоретические и практические знания в выбранной мною теме, постарался изложить изученный материал в удобной для потребления форме, чтобы каждый, будь то ученик или учитель, взяв и прочитав мою работу, смог разобраться во всех тонкостях решения логарифмических неравенств; в процессе написания я затронул 4 метода для их решения и указал на все возможные подводные камни от составителей.
Не стоит бояться данного задания, да и других тоже. Ведь при должной сноровке и усидчивости можно добиться любых высот, сдать экзамен на отлично и поступить в намеченный ВУЗ. Я считаю, что каждый ученик на это способен. Всем спасибо за внимание!
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