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                                                   ВВЕДЕНИЕ

                                            «Для нормального интеллектуального развития
                                  необходима разнообразная интеллектуальная пища.
                                 Сегодня математика, особенно геометрия, является
                                 одним из немногих экологически чистых и полноценных
                                           продуктов, потребляемых в системе образования» 
                                                                                                        И.Ф. Шарыгин

Сегодня мы погрузимся в мир классической геометрии, чтобы исследовать одну из её жемчужин — теорему Менелая. Эта мощная теорема позволяет нам определять коллинеарность точек на сторонах треугольника или их продолжениях, являясь краеугольным камнем в решении многих геометрических задач.
Геометрия – одна из наиболее древних математических наук. Свойства пропорциональных отрезков интересовали математиков со времён Евклида, у которых уже были предпосылки использовать свойства, но без доказательства. Одним из интереснейших разделов элементарной геометрии справедливо считается геометрия треугольника. Несмотря на то, что треугольник едва ли не простейшая после отрезка фигура, он имеет много важных и интереснейших свойств, к которым сводятся свойства других, более сложных фигур. Но в геометрии треугольника много таких теорем, авторы которых остались в истории науки только «благодаря треугольникам».
В геометрических задачах, в отличие от задач алгебраических, далеко не всегда удается найти легкое решение. Важно уметь смотреть и видеть, замечать различные особенности фигур, делать выводы из особенностей, предвидеть возможные дополнительные построения, облегчающие анализ задачи.
Среди теорем о треугольниках есть такие, изучение которых позволяет существенно расширить круг решения геометрических задач. Значение их состоит прежде всего в том, что из них или с их помощью можно вывести большинство теорем геометрии, они служат основой многих дальнейших выводов. Таковыми являются теорема Пифагора, теорема синусов, теорема косинусов и т.д. С понятием треугольника связаны имена многих выдающихся ученых: теорема Пифагора, формула Герона, прямая Эйлера, теорема Карно и многие другие. Но в геометрии треугольника много и таких теорем, авторы которых остались в истории науки только «благодаря треугольникам».



Актуальность выбора темы:
Сейчас интерес к геометрии возвращается, геометрический материал входит в ОГЭ и ЕГЭ, в задания Всероссийской олимпиады школьников, олимпиады по геометрии имени И. Ф. Шарыгина, Леонарда Эйлера, Московской математической и другие, а также в материалы Заочной физико-технической школы МФТИ (ЗФТШ), заочной школы СУНЦ МГУ.
В школьном курсе геометрии рассматриваются важные и интересные свойства геометрических фигур на плоскости. Но невозможно включить все известные утверждения и соотношения, которые накопило человечество за многие годы в школьный учебник геометрии.
В действительности, многие удивительные соотношения и изящные геометрические факты не входят в основной курс геометрии. Многие из них выглядят малоинтересными, несовершенными и встречаются сейчас только в энциклопедиях. Однако некоторые из них продолжают жить, и по сей день. Одна из них - теорема Менелая. Эта теорема проста, интересна и находит применение при решении как простых, так и сложных задач.                                   
Несмотря на это, теорема Менелая не изучается в школе на уроках геометрии и встречается только в дополнительных главах к учебному пособию «Геометрия 10-11» авторов Л.С.Атанасян, В.Ф.Бутузов, С.В. Кадомцев и др. в серии «МГУ — школе». Доказательства, предложенные авторами сложны. Задачи, помещённые в учебнике на применение обратной теоремы Менелая трудны, а задачи на применение прямой теоремы вовсе не рассматриваются. Однако изложение материала велось достаточно сложно и с присущей Атанасяну математической точностью и полнотой. Желание включить в параграф необходимое и достаточное условие расположение точек на одной прямой, используя при этом строгое определение отношения, в котором точка делит отрезок, приводило к появлению в теореме Менелая направленных отношений и, как следствие, к неудобной для понимания доказательства теоремы минус единицы.
По данному вопросу были рассмотрены следующие литературные источники: Прасолов В. В. «Задачи по планиметрии»; Сканави М. И. «Сборник задач по математике для поступающих во Втузы»; С. М. Коксетер, С. Л. Грейтцер. «Новые встречи с геометрией»; статьи физико – математического журнала «Квант», Новая российская
интернет-энциклопедия РУВИКИ, а также самостоятельное изучение геометрического материала с использованием сети Интернет, лекториев и вебинаров по Математике и Планиметрии Заочной физико-технической школы МФТИ (ЗФТШ).
          В своей работе я предлагаю доказательства теоремы Менелая (прямая и обратная), используя подобия треугольников, поскольку, при решении целого класса задач эта теорема позволяет легко и изящно получить решение, в то время, когда традиционные подходы приводят к громоздким и утомительным преобразованиям. Эта теорема проста, интересна и лаконична.
Актуальность данной темы состоит в том, что углубленное изучение этой теоремы дает возможность повысить уровень пространственного воображения, поможет более глубоко подготовиться к вступительным экзаменам и олимпиадам. А также важно знать теорему для успешного решения шестнадцатого номера из варианта ЕГЭ. 
Проблема исследования: понимание формулировки, доказательства, применения теоремы и её обобщения.
Объект исследования: теорема Менелая
Предмет исследования: изучение и практическое применение теоремы.
Гипотеза: при решении задач теорема позволяет легко и изящно получить решение.
Методы исследования: изучение и обобщение, анализ, дедукция.
Цель проекта: 
· Ознакомиться с теоремой Менелая и показать ее применение, как при решении задач профильного уровня, так и простых задач. 
· Исследование способов доказательства теоремы;
· Овладение приемами решений планиметрических задач с
использованием теоремы Менелая;
· Систематизация и обобщение теоретического и практического
материалов.
Теорема Менелая позволяет нам обнаружить глубоко скрытое общее содержание в таких важнейших теоремах элементарной геометрии, как теорема о трех высотах, медианах и биссектрисах треугольника.
С их помощью легко доказываются следующие утверждения:
1. Медианы треугольника пересекаются в одной точке.
2. Высоты треугольника пересекаются в одной точке.
3. Биссектрисы внутренних углов треугольника пересекаются в одной точке
    Данная работа содержит геометрический материал достаточный для того, чтобы использовать его на элективных курсах и как дополнительный материал для учащихся интересующихся математикой. Данную работу можно продолжить, изучив применение этих теорем в пространстве.

Основные задачи:
1. Ознакомление с теоремой Менелая.
2. Применение теоремы Менелая для решения и доказательства задач.
3. Сравнение и выявление эффективности применения теоремы Менелая по   сравнению с другими способами решения геометрических задач.
4. Овладение приемами решений планиметрических задач с использованием теоремы Менелая
                               ГЛАВА 1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 
                                        1.1 Исторический контекст 
 Первые геометрические факты мы находим в вавилонских клинописных таблицах и египетских папирусах.
 Возникновение геометрических знаний связано с практической деятельностью людей.  И уже в древности геометрия превратилась в дедуктивную, строго логическую науку, построенную на основе системы аксиом. Постепенно развиваясь, она обогащалась новыми теоремами, идеями, методами. Интересы геометров и направление их научных исследований порою менялись в процессе исторического развития этой науки, поэтому, нелегко дать точное и исчерпывающее определение, что такое геометрия сегодня, каков её предмет, содержание и методы.
 В III в. до н. э. древнегреческий учёный Евклид написал книгу под названием «Начала». В этой книге Евклид подытожил накопленные к тому времени геометрические знания и попытался дать законченное аксиоматическое изложение этой науки. Написана она была настолько хорошо, что в течение 2000 лет всюду преподавание геометрии велось либо по переводам, либо по незначительным переработкам книги Евклида.
  Например, таким пособием был учебник А. Д. Александрова, затем А.П. Киселёва, по которым советская школа работала до середины 20 столетия.
 Но жизнь идёт своим чередом, издаются новые учебники, под редакцией А.В. Погорелова; Л. С. Атанасяна, И.М. Смирнова и др.
 В результате различных преобразований со страниц этих учебников как – то незаметно исчезли многие замечательные утверждения, свойства, которые просто необходимо знать при решении многих планиметрических задач.
Изучив различную дополнительную литературу по геометрии, я столкнулась с тем, что в действительности многие удивительные соотношения и геометрические факты не входят в основной курс геометрии. Многие из них сейчас выглядят малоинтересными, несовершенными и встречаются только в энциклопедиях. Однако некоторые из них продолжают жить, и по сей день. Одна из них- теорема Менелая. Она даёт ключ к простому решению целого ряда задач, связанных с треугольниками.
[bookmark: _Hlk215075682]Один из первых, кто доказал свойства пропорциональных отрезков в треугольнике был древнегреческий математик и астроном Менелай Александрийский, живший в I веке, приблизительно с 70 по 140 год нашей эры. Она даёт ключ к простому решению целого ряда задач, связанных с треугольниками. Менелай был одной из центральных фигур александрийской школы математики, известной своими глубокими исследованиями в геометрии и тригонометрии.
Примечательно, что изначально Менелай доказал свою теорему для сферических треугольников в своём труде "Сферика". Это было революционное достижение для того времени, поскольку сферическая геометрия имела огромное значение для астрономических расчётов и картографии.
Удивительно, но тесно связанная с ней теорема Чевы, которая рассматривает точки пересечения чевиан в треугольнике, была доказана только спустя 17 веков итальянским математиком Джованни Чевой. Этот факт подчёркивает опережающее своё время видение Менелая и фундаментальность его вклада в геометрию.
Менелай Александрийский - автор работ по сферической тригонометрии: написал 6 книг о вычислении хорд и 3 книги «Сферики», сохранившиеся в арабском переводе. Для получения формул сферической тригонометрии использовал свою же теорему Менелая.
Менелай изучал кривые высших порядков. Особенным его вниманием, по словам Паппа, пользовалась одна кривая, которая была названа им «необыкновенной линией» (παραδοξος γραμμή). Какая это была кривая, из слов Паппа, однако же, определить нельзя. По мнению Поля Таннери, она представляла собой кривую, образующуюся при пересечении сферы и кругового цилиндра, радиус которого вдвое меньше радиуса сферы, а образующая проходит через центр. Эта кривая возникает в решении задачи об удвоении куба, принадлежащем Архиту Тарентскому, а из трактата братьев Бану Муса известно, что Менелай занимался этим решением.
Менелаю принадлежала «Книга о подразделении составных тел», посвящённая определению удельных весов тел. Эту книгу цитирует ал-Хазини в своей «Книге весов мудрости».
Теорему Менелая он доказывает в третьей книге «Сферики». Здесь плоская версия теоремы используется в качестве леммы для доказательства сферической версии теоремы. Возможно, что плоский случай теоремы рассматривался ранее в несохранившихся «Поризмах» Евклида.
В Альмагесте Птолемей применяет теорему к ряду проблем сферической астрономии. Во время исламского золотого века мусульманские ученые посвятили ряд работ, посвященных изучению теоремы Менелая, которую они назвали "положение о секантах". Полный четырехугольник в их терминологии назывался "фигурой секущих".  В работе Аль-Бируни "Ключи астрономии" перечислен ряд этих работ, которые можно классифицировать как исследования в рамках комментариев к Альмагесту Птолемея, как в работах Аль-Найризи Иаль-Хазин, где каждый продемонстрировал частные случаи теоремы Менелая, которые привели к правилу синуса или работы, составленные как независимые трактаты, такие как:
· «Трактат о секущем рисунке " (Рисала фи аль-Шакл аль-Катта) Абу аль-Хасана Сабита ибн Курра аль-Харрани аль-Саби; 
· Трактат о Полном четырехугольнике; 
· Работа Аль-Сиджи и т. д.

1.2 Теорема Менелая. Способы доказательства.
Теорема Менелая показывает соотношение сторон треугольника,
которое получается, когда прямая пересекает две стороны треугольника и
продолжение третьей.
С помощью этой теоремы можно получить соотношения сторон
треугольника и доказать коллинеарность точек, которые находятся на данном треугольнике (на двух сторонах и продолжении третьей). Коллинеарными точками называются три или более точки, которые
[bookmark: _Hlk215162009]лежат на одной прямой.

Теорема:
Если точки A1, B1 и C1 лежат соответственно на прямых BC, CA и AB
[image: ]треугольника или на их продолжениях, то они лежат на одной прямой, тогда и только тогда, когда
1.2.1 Доказательство через подобные треугольники. Связь с подобием и гомотетией.

Доказательство теоремы Менелая часто опирается на принципы подобия треугольников. Проводя параллельные прямые из вершин треугольника или точек на его сторонах, можно получить пары подобных треугольников, из которых следуют необходимые отношения сторон.            Гомотетия (преобразование подобия, при котором все точки движутся вдоль лучей, исходящих из центра, на расстояние, пропорциональное их первоначальному расстоянию от центра) также может быть использована для доказательства теоремы, особенно в случае, когда точки находятся на продолжениях сторон.
Пусть прямая пересекает треугольник в точке C1 на стороне AB, в точке A1 на стороне BC и в точке B1 на продолжении стороны AC. Тогда имеет место следующее соотношение:
          [image: ]
Проведем через точку C прямую параллельно AB. Пусть она пересечет A1B1 в точке K. Тогда по двум углам △A1BC1∼△A1KC⇒
 
     
Т.к. △AB1C1∼△CKB1⇒
 

 
Подставив последнее равенство в (∗) и сгруппировав множители, получим требуемое равенство.
Обратная теорема Менелая: Пусть в треугольнике точка B1 лежит на продолжении стороны AC, а точки A1, C1 — на сторонах BC и AB  
соответственно. Тогда, если выполнено равенство

то точки A1, B1, C1 лежат на одной прямой.
 
Доказательство: Предположим, что эти три точки не лежат на одной прямой. Тогда прямая A1B1 пересечет сторону AB в точке C2, отличной от точки C1. Тогда по теореме Менелая для точек A1, B1, C2 будет выполнено равенство:

Сравнивая это равенство с равенством из условия, получим, что  
            
       
то есть точки C1 и C2 поделили отрезок AB в одинаковом соотношении. Значит, эти точки совпадут.

                                          Значение обратной теоремы:
· Проверка коллинеарности: Обратная теорема предоставляет мощный инструмент для доказательства того, что три заданные точки лежат на одной прямой. Это часто требуется в олимпиадных задачах по геометрии.
· Геометрические построения: Она позволяет точно определять положение точек, зная их отношение к вершинам треугольника и зная, что они должны быть коллинеарны с двумя другими известными точками.
· Обоснование конструкций: Если в ходе построения мы получаем три точки, для которых выполняется условие теоремы Менелая, мы можем быть уверены в их коллинеарности, что упрощает дальнейшие рассуждения.
1.2.2 Векторное представление
Векторный метод является еще одним современным подходом, который эффективно используется для доказательства теоремы Менелая. Работа с векторами позволяет описывать взаимное расположение точек и отношений между отрезками с помощью векторных равенств. Например, можно выразить векторы, соединяющие точки на сторонах, через векторы сторон треугольника. 
Условие коллинеарности трех точек, лежащих на прямых, задается соответствующим векторным соотношением. Преимущество векторного метода заключается в его наглядности и интуитивности, а также в возможности обобщения на трехмерное пространство, что выходит за рамки традиционной планиметрии.

Определение: 
прямой или на параллельных прямых, называется число k такое, что , 
Из определения следует, что k > 0, если данные вектора со направлены, и 
k < 0, если они направлены противоположно.

Теорема:
Пусть на прямых BC, CA и AB, содержащих стороны треугольника ABC, отмечены соответственно точки A₁, B₁ и C₁. Точки A₁, B₁ и C₁ лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда выполняется равенство:

Доказательство:
[image: ]Сначала докажем, что если точки A₁, B₁ и C₁ лежат на одной прямой, то выполняется указанное равенство. Для этого проведём
перпендикуляры АМ, СК и BL из вершин треугольника на эту прямую 


Следовательно:

Заметим, что возможны два случая:
1. Две точки лежат на сторонах треугольника, а одна — на продолжении стороны. В этом случае отрицательно одно отношение направленных отрезков.
2. Все три точки лежат на продолжениях сторон. В этом случае отрицательны все три отношения направленных отрезков.

Что и требовалось доказать.
Предположим, что равенство выполняется для точек A₁, B₁ и C₁, лежащих на сторонах BC, CA и AB треугольника ABC или на их продолжениях. Пусть прямая A₁B₁ пересекает прямую AB в точке C₂. Тогда выполняется равенство:                                                                

Поскольку выполняется равенство: 


Что и требовалось доказать.
1.2.3. Доказательство с помощью площадей
Идея доказательства заключается в замене отношения длин отрезков из равенства:

Пусть точки A₁, B₁ и C₁ лежат на одной прямой. Соединим точки C и C₁. Обозначим площади треугольников S₁, S₂, S₃, S₄, S₅).
Тогда справедливы равенства:

[image: ]Перемножив равенства, получим:

Теорема Менелая доказана.

1.3. Глубинные связи: Геометрические трансформации теоремы Менелая
Когда имеет смысл применять теорему Менелая при решении задач? Возможность применения теоремы Менелая имеет смысл, когда в условии задачи:
· Идёт речь, об отношении отрезков (иногда завуалированном: доказать равенство отрезков, доказать, что точка является серединой отрезка).
· Если на чертеже имеются элементы, присутствующие в теореме Менелая (треугольник и прямая, пересекающая его стороны или их продолжения).
· Иногда полезно применять обратную теорему (если необходимо доказать, что какие-нибудь точки лежат на одной прямой). А также при доказательстве теорем.
В проективной геометрии теорема Менелая занимает центральное место. Проективная геометрия изучает свойства фигур, которые инвариантны относительно проективных преобразований (например, проецирования фигуры с одной плоскости на другую). Отношение, используемое в теореме Менелая, является проективным инвариантом, что делает эту теорему фундаментальной для доказательств и построений. Это означает, что, если мы спроецируем треугольник и пересекающую его прямую на другую плоскость, соотношение Менелая сохранится. 
Теорема Менелая в проективной геометрии формулируется так: если дан треугольник ABC и точки D, E и F на BC, AB и AC соответственно, то точки D, E, F лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда
 p (D) · q (E) · r (F) = 1.  
Также в проективной геометрии есть обратная теорема Менелая: если точки А1, В1 и С1 лежат на сторонах треугольника ΔABC или их продолжениях, и выполняется определённое равенство, то точки А1, В1 и С1 лежат на одной прямой.  

Геометрические трансформации теоремы Менелая:
Тригонометрический эквивалент:


В сферической геометрии теорема Менелая приобретает вид:


В геометрии Лобачевского теорема Менелая приобретает вид:


Использование в доказательствах других теорем.
Теорема Менелая часто служит вспомогательным инструментом при доказательстве других важных геометрических утверждений. Например, она может быть использована для доказательства теоремы Паппа о коллинеарности точек, лежащих на пересечении сторон двух треугольников с общей вершиной, или для доказательства некоторых свойств в многоугольниках. 
Или в теореме Дезарга, где два треугольника расположены на плоскости таким образом, что прямые, соединяющие соответственные вершины треугольников, проходят через одну точку, то три точки, в которых пересекаются продолжения трёх пар соответственных сторон треугольников, лежат на одной прямой. Её универсальность делает её ценным элементом в арсенале геометра



                                                    Вывод:

В данной главе мы рассмотрели теоретическое обоснование Теоремы Менелая, которое устанавливает критерий коллинеарности (принадлежности одной прямой) трёх точек, лежащих на сторонах треугольника или их продолжениях.
В формулировке используются ориентированные отрезки. Это означает, что длина отрезка рассматривается со знаком, который зависит от направления. Благодаря этому, произведение в формуле всегда будет равно единице, если точки коллинеарны, и оно будет отрицательным, если только одна из точек лежит на стороне треугольника, а две другие — на продолжениях.
Рассмотрели несколько способов доказательства теоремы Менелая, наиболее изящные и понятные. Они наглядно показывают взаимосвязь между ориентированными отрезками.
А также увидели, что Теорема Менелая не ограничивается лишь статичными треугольниками и прямыми. Она имеет глубокие связи с различными геометрическими трансформациями и является ключевым элементом в более продвинутых разделах геометрии, таких как проективная геометрия.






















ГЛАВА II. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

                           «Умение решать задачи - такое же практическое
                            искусство, как умение плавать или бегать. Ему можно
                            научиться только путем подражания или упражнения»
                                                                                                                   Д. Пойа.

2.1 Применение теоремы Менелая на планиметрических задачах
2.1.1 Нахождение неизвестных отношений

На ОГЭ, ЕГЭ и различных олимпиадах встречаются задачи на нахождение отношений длин отрезков, площадей и объёмов. При решении таких задач целесообразно использовать теорему Менелая.
Задача №1.
Точка Р лежит на стороне АС ∆АВС, причём AP : PC = 1 : 3. Найти, в каком отношении медиана АМ делит отрезок ВР.
Решение 1. (без применения теоремы Менелая)
[image: ]Пусть О — точка пересечения АМ и ВР. Проведём через точку Р прямую РК параллельно АМ.
Тогда две параллельные прямые РК и АМ пересекают стороны угла АСВ, так что по теореме Фалеса имеем отношения: AP : PC = MK : KC = 1 : 3.
Тогда MK = 1 часть, CM = BM = 4 части, и по теореме Фалеса для ΔBPK: PO : OB = KM : MB = 1 : 4.
[image: ]Ответ: 1 : 4.
Решение не сложное, но нужно догадаться сделать дополнительное построение, а это искусственный приём. Хотелось бы решить задачу, следуя определённому алгоритму. Этот алгоритм и даёт теорема Менелая.
Решение 2. (по теореме Менелая):
 для ΔPBC и прямой АМ имеем:

Ответ: 1 : 4.


[image: ]Задача №2. 
Точка K лежит на стороне АB треугольника АВС. Отрезок СК пересекает медиану АМ треугольника в точке Р, причём АР=АК. Найти отношение ВК : РМ. 
Решение. 
 По теореме Менелая для АВМ и прямой СК имеем:




Ответ: ВК : РМ= 2.

Задача №3.                                                                               
[image: ]В ∆АВС проведена медиана ВК, точка Р находится на отрезке ВС. Отрезки ВК и АР пересекаются в точке М, причём ВР = МР, длина ВС = 1. Найти длину отрезка АМ.
Решение (1-й способ).
Достроим ∆АВС до параллелограмма ABCD так, чтобы АС была его диагональю.
∆PBM — равнобедренный, ∠PBM = ∠AMK — как вертикальные, ∠PBM = ∠ADK — как накрест лежащие углы при параллельных прямых ВС и AD и секущей BD.
Поэтому ∆AMD — равнобедренный. Таким образом, получим: AM = AD = BC = 1.
Решение (2-й способ).
По теореме Менелая для ∆ACP и прямой BK имеем:

По условию AK = KC и BP = PM,  
поэтому CB = MA = 1. 
Ответ: AM = 1.

Задача №4. 
[image: ]В треугольнике ABC проведена прямая, параллельная стороне АС. Эта прямая пересекает сторону АВ в точке Р, медиану АМ – в точке Т, а сторону BС в точке К. Найти длину АС, если РТ = 3, ТК = 5. 
Решение. По теореме Менелая для ∆PKB и прямой AM имеем:

PKAC, тогда из подобия треугольников ABC и PBК следует, что




Подставим в (*), получим


Ответ: АС=11.

[image: ]Задача №5.
В треугольнике ABC точка M — середина стороны AB, BD — биссектриса угла ∠ABC, D лежит на AC. Известно, что ∠BDM=90. Найдите отношение AB : BC
Решение: Продолжим прямую MD до пересечения с BC в точке F. В ∆MBF BD — биссектриса и высота, а значит, и медиана, то есть BM = BF, CF = BF – BC.
По теореме Менелая для ∆ABC и прямой MF: 
Так как М — середина АВ, то BM = MA.
BD — биссектриса угла В, тогда по свойству биссектрисы:  
Для третьей дроби:

 Из (*) получим: 
Ответ: AB : BC = 3 : 1.

Задача №6.
На медиане  треугольника ABC взята точка M, причём  В каком отношении прямая BM делит сторону AC?
Пусть прямая BM пересекает сторону AC в точке P.
[image: ]Так как в задаче не указано, какое именно отношение отрезков необходимо найти, то можно в ответе указать любое отношение. Будем искать 
Рассмотрим △AA1C и секущую BP. Применим к ним теорему Менелая и получим (начинаем обход с вершины C по часовой стрелке):

Подставляем то, что нам известно и получаем:


Ответ: 6 : 1

Задача №7.
[image: ]В треугольнике ABC на середине стороны AB отмечена точка M. Точка P на продолжении стороны AC за точку C такова, что AC = CP. Найдите меньший из отрезков, на которые прямая MP делит сторону BC, если BC = 3.
Пусть N — точка пересечения прямых MP и BC.
По условию имеем:
· AM : MB = 1 : 1,
· CP : PA = 1 : 2.
Тогда по теореме Менелая для треугольника ABC и прямой MP:

Отсюда:

Так как BN : NC = 2 : 1, то искомый отрезок равен:

Ответ: 1
Задача №8.
Точки M и N расположены соответственно на сторонах AB и AC треугольника ABC, причём:
· AM : MB = 1 : 4,
· AN : NC = продолжение стороны BC в точке F.
Найдите отношение CF : BC. Ответ дайте в виде десятичной дроби.
[image: ]Решение:
Запишем теорему Менелая для треугольника ABC и прямой MN:

Отсюда получаем:
CF : FB = 1 : 5  CF : BC = 1 : 4
Ответ: 0,25.










2.1.2 Построение и доказательства
Задача №1.[image: ]
На сторонах BC, AC и AB треугольника ABC отмечены точки A1, B1, C1 соответственно, причём:
· BA1 : A1C = 1 : 2,
· AB1 : B1C = 1 : 3,
· AC1 : C1B=  8 : 3.
Отрезки BB1 и CC1 пересекаются в точке D. Докажите, что ADA1B1 — параллелограмм.
Решение:
Применяем теорему Менелая для треугольника B₁BA и прямой C₁C:

Получили, что B₁D : DB = 2 : 1 = CA₁ : A₁B  CB₁ || A₁D  AB₁ || DA₁ по обратной теореме о пропорциональных отрезках. Пусть E — точка пересечения B₁A₁ и CC₁. Применяем теорему Менелая для треугольника BCD и прямой A₁B₁:

Получили, что CE : ED = 3 : 1 = CB₁ : B₁A  B₁E || AD  B₁A₁ || AD по обратной теореме о пропорциональных отрезках. Итого имеем B₁A₁ || AD и AB₁ || DA₁, следовательно, AB₁A₁D — параллелограмм
Что и требовалось доказать.

[image: ]Задача №2. 
Точки E и F — середины сторон BC и AD соответственно выпуклого четырёхугольника ABCD. Отрезок EF пересекает диагонали в точках G и H соответственно. Докажите, что 
CG : GA = BH : HD.
Решение:
Пусть I — точка пересечения диагоналей.
Запишем теорему Менелая для треугольника BCI и прямой EH:

Отсюда:

Запишем теорему Менелая для треугольника ADI и прямой FG:



Объединив два результата выше, получаем:

Что и требовалось доказать.
[image: ]Задача №3. 
Через точку P, лежащую на медиане CC1   треугольника ABC, проведены прямые AA1 и BB1.   При этом точки A1   и   B1   лежат на сторонах BC   и CA   соответственно. Докажите, что A1B1 ∥ AB.  
Решение:
Запишем теорему Менелая для треугольника ACC и прямой :





Запишем теорему Менелая для треугольника BCC1 и прямой :





Из двух отношений получаем AB1: B1C = 2PC1 : CP = BA1 : A1C
Следовательно, по обратной теореме о пропорциональных отрезках получаем, что A1B1AB.
Что и требовалось доказать.


Вывод

В практической части мы убедились, что Теорема Менелая — это не просто теоретическое утверждение; это мощный инструмент, активно используемый для решения разнообразных геометрических задач, от школьных до олимпиадных.
Если известно, что три точки коллинеарны, и известны отношения отрезков для двух из них, то теорема Менелая позволяет найти третье неизвестное отношение. Это часто используется в задачах, где нужно определить, как прямая делит стороны треугольника.
Теорема Менелая применяется в более сложных геометрических построениях и доказательствах, где нужно установить свойства пересечений линий или отношения длин отрезков в многоугольниках, которые можно разбить на треугольники.
На геометрических олимпиадах и вступительных экзаменах в престижные вузы теорема Менелая является одним из стандартных методов решения сложных задач на треугольники и прямые. Её применение часто позволяет избежать громоздких тригонометрических или координатных вычислений. Например, для доказательства того, что определённая прямая проходит через некоторую точку.
Мы обсудили практическую ценность теоремы Менелая, её многочисленные применения — от решения задач на коллинеарность до использования в олимпиадных задачах и связи с проективной геометрией. Теорема Менелая — это не просто теорема, а рабочий инструмент, позволяющий решать реальные геометрические вызовы.














ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На протяжении всей работы я стремилась раскрыть всю глубину и многогранность этого простого, но чрезвычайно мощного геометрического инструмента. От исторического экскурса, прослеживающего зарождение и развитие теоремы, до детального анализа ее разнообразных формулировок – каждый раздел последовательно раскрывает новые грани моего объекта исследования.
Изучив Теорему Менелая («теорема о сферических треугольниках»),  я выяснила, почему это важно: в основе идеи - вместо обычной плоскостной геометрии, Менелай берёт во внимание большой круг (ортодромию) на сфере и изучает пересечения. С одной стороны, это сугубо «абстрактные диаграммы», но на практике может применяться, например, к расчёту планетных орбит или навигации по земному шару.
Менелай стал одним из первых, кто превратил астрономические вопросы в математические диаграммы и соотношения. Он показал, что «неизмеримое» (расстояние на сфере) можно измерить, используя «чистую геометрию». Раньше считалось: «Ну, это же планеты, космос, как мы будем это считать?!» А Менелай и коллеги сказали: «Отбросим сложность, представим небо как огромную сферу и там построим треугольники и окружности». И всё, вычисления получаются.
Такой подход, когда физика/астрономия сводится к геометрическим задачам, стал основой научного метода для будущих поколений. Недаром в честь Менелая назван кратер на Луне.
Я подробно рассмотрела классические методы доказательства, демонстрирующие элегантность и логическую стройность геометрии, а также познакомилась с более современными подходами, использующими алгебру и векторный анализ. Эти различные методы доказательства не только помогают понять теорему, но и развивают умение выбирать оптимальный инструмент для решения задач.
Практическая значимость теоремы Менелая была наглядно продемонстрирована в разделах, посвященных решению типовых и нестандартных задач. Я увидела, как она помогает находить неизвестные величины, доказывать коллинеарность точек и решать задачи повышенной сложности, часто встречающиеся на математических олимпиадах.
Теорема Менелая:
· Позволяет сэкономить время, необходимое для решения сложной задачи. Уменьшается объем решения задачи.
· Позволяет определить расположение точек относительно прямых (принадлежность точки той или иной прямой).
· Обнаружено уникальное свойство произведения 3 дробей, что позволяет быстро записать верное равенство, фигурирующее в теореме.
 Результаты моего исследования, собранные и систематизированные в виде комплексного материала, могут послужить наглядным пособием для интересующихся учеников. Актуальность данной теоремы для развития логического мышления и пространственного воображения, подтвердилась на каждом этапе моей работы.
Несмотря на то, что теорема Менелая не включена в общеобразовательный курс геометрии, ее нужно и важно знать. Ведь вся сложность освоения этой теоремы оправдана ее применением в решении задач. То есть, с ее помощью можно более рационально решить определенную задачу, не применяя другие, не всегда очевидные, способы.
Таким образом, можно с уверенностью сказать, что теорема Менелая остается краеугольным камнем в изучении планиметрии. Ее геометрическая элегантность, разнообразие способов доказательства и широта применения делают ее незаменимым инструментом для глубокого понимания геометрии. Проделанная работа призвана восполнить пробелы в понимании и применении этой теоремы, способствуя повышению математической культуры. Работа является важным шагом к более полному освоению классической геометрии, демонстрируя, как, простые, на первый взгляд, утверждения могут открывать двери к решению сложнейших задач
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