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ВВЕДЕНИЕ

Лучший способ изучить 

что-либо - это открыть самому.

 Д. Пойа
Совсем скоро мне, как и всем выпускникам 11 класса, предстоит пройти государственную итоговую аттестацию в форме ЕГЭ по математике.

 В современном мире образование играет ключевую роль в успешном будущем каждого человека. Я планирую после школы поступать в РГУ им. С. Есенина. Для успешного поступления необходимо получить высокий балл на ЕГЭ по математике (профиль). Поэтому очень важна качественная подготовка к  единому государственному экзамену (ЕГЭ). Кроме того, решение некоторых задач требует использования нестандартных, но в то же время рациональных способов решения. Решить эти проблемы мне помогла теория графов. 
Знакомство с теорией графов началось с игры, предложенной мне учителем: обведи фигуру, не отрывая карандаша от бумаги, и не проводя ни по какому ребру дважды. Я сделала своё первое открытие: «Если в каждой вершине фигуры сходится чётное число сторон, то такую фигуру можно обвести, не отрывая карандаша от бумаги, и не проводя не по какому ребру дважды. Обход так же возможен, если количество нечётных вершин равно двум при условии, что путь будет начат из нечётной вершины». Позже с  графами мы встречались на уроках информатики. В курсе алгебры 9 класса решали комбинаторные задачи с помощью деревьев. В курсе геометрии 10 класса мы познакомились с теоремой Эйлера (в любом выпуклом многограннике сумма числа граней и числа вершин больше числа ребер на 2). Теория графов не изучается в школьной программе как отдельный предмет, поэтому возник интерес к этой области науки как к инструменту познания реального мира. Чем глубже я знакомилась с теорией графов, тем больше она меня увлекала.
Гипотеза: При подготовке к ЕГЭ мне могут помочь основные понятия и положения теории графов.
Тема: Графы и ЕГЭ по математике.

Цель проекта: разработать систему подготовки к ЕГЭ по математике, используя графы.

Задачи:

1. Познакомиться с историей теории графов.

2. Изучить основные понятия теории графов.
3. Рассмотреть области применения теории графов.

4. Освоить программы, позволяющие построить граф на компьютере.
5. Проанализировать задания ЕГЭ по математике на предмет использования графов.

6. Рассмотреть способы решение задач из ЕГЭ по математике с использованием графов.

Объект исследования: задания из сборника задач для подготовки к ЕГЭ по математике.

Предмет исследования: теория графов.
Методы исследования:

1. Изучение источников информации;
2. Сбор и систематизация материала;
3. Анализ, сравнение, систематизация;

4. Обобщение; формулировка вывода.

Целевая аудитория: ученики выпускных классов.

Ценностное предложение: В работе представлены примеры применения теории графов в математике. Данный материал возможно использовать при подготовке к ЕГЭ по математике.

Актуальность проекта состоит в том, что даёт возможность более качественно подготовиться к экзамену, так как иллюстрирует весьма простой, но очень эффективный способ систематизации материала и организации процесса мышления.

Продукт проекта: дерево решений.
ГЛАВА I. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ГРАФОВ

1.1.
Немного истории
Изучение трудов Эйлера является наилучшей

школой в различных областях математики,

и ничто не может заменить их изучения
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 К. Гаусс

Теория графов является одной из немногих областей математики, дата рождения которых может быть указана. Эта наука сравнительно молодая. 

Первая работа о графах, принадлежащая швейцарскому математику Леонарду Эйлеру, появилась в 1736 г. в публикациях Петербургской Академии наук.                                                                      
Леонард Эйлер (1707-1783) - математик, механик, физик и астроном. Он автор более 850 трудов по математическому анализу, дифференциальной геометрии, теории чисел, приближённым вычислениям, механике, теории движения Луны и планет, по географии, по теории кораблестроения, теории музыки и другим наукам. 

Эйлер родился 4 апреля 1707 года в селении Риен вблизи г. Базель, Швейцария. Отец его был сельским пастором, любившим и знавшим математику.  Он-то и был первым учителем Леонардо по математике.

 В 1723 году шестнадцатилетний Эйлер сдал испытание на степень магистра искусств и стал по настоянию отца изучать богословие и древнееврейский язык, но вскоре перешёл исключительно на занятия математикой под руководством Иоганна Бернулли.

В 1727 году по вызову сыновей Бернулли выехал в Петербург, где был назначен на должность адъюнкта Петербургской Академии наук. В 1731 году он получает должность профессора.

В 1736 году в одном из своих писем он формулирует и предлагает решение задачи о семи кёнигсбергских мостах, ставшей впоследствии одной из классических задач теории графов.
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Издавна среди жителей Кёнигсберга (ныне Калининград) была распространена такая загадка: как пройти по всем мостам (через реку Преголя), не проходя ни по одному из них дважды. Многие горожане пытались решить эту задачу как теоретически, так и практически, во время прогулок. Впрочем, доказать или опровергнуть возможность существования такого маршрута никто не мог.                                      Рис. 2                                                                             
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В 1736 году задача о семи мостах заинтересовала Леонарда Эйлера, о чём он написал в письме итальянскому математику и инженеру Мариони от 13 марта 1736 года. В этом письме Эйлер пишет о том, что  смог найти правило, пользуясь которым, легко определить, можно ли пройти по всем мостам, не проходя дважды ни по одному из них. Он доказал невозможность такого обхода (рис. 3). 

             Рис. 3                1736 год является годом рождения теории графов.
В 1847 году немецкий физик Густав Кирхгоф разработал теорию деревьев при решении системы уравнений для нахождения величины силы тока в каждом контуре электрической цепи. [6]
В 1857 году английский математик Артур Кэли, занимаясь практическими задачами органической химии, открыл важный класс графов – деревья.

В 1869 году французский математик Камиль Джордан придумал и исследовал деревья в рамках чистой математики. [6]
Первое появление термина «граф» состоялось в 1878 году в краткой заметке математика Джеймса Сильвестра. [6]
В 1936 году вышла первая в мире книга по теории графов Денеша Кёнига «Теория конечных и бесконечных графов». [6]
Широкое развитие теория графов получила с 50-х годов 20 века в связи со становлением кибернетики и развитием вычислительной техники. [7]
1.2.
Немного теории

Теория графов – раздел математики, особенностью которого является геометрический подход к изучению объектов.
Граф - это математический объект, который состоит из вершин и ребер. Вершины - точки, которые обозначают объекты или явления, а ребра - линии, соединяющие две вершины.
В процессе знакомства с литературой, относящейся к теории графов, я составила для себя конспект в виде таблицы, включающий основные понятия.

	Понятие
	Определение
	Иллюстрация

	Полный граф
	граф, в котором каждая пара вершин соединена ребром
	
[image: image1]

	Степенью вершины
	количество рёбер графа, которым принадлежит эта вершина. Вершина называется нечётной, если её степень – число нечётное, чётной, если её степень – чётная.
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	Изолированная вершина
	вершина, не соединённая с другими рёбрами (вершина с нулевой степенью)
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	Нуль-граф
	граф, состоящий из изолированных вершин
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	Связный граф
	Граф, в котором каждую его вершину можно соединить с любой другой его вершиной некоторой цепью. Отдельные части несвязного графа образуют связные компоненты
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	Петля
	ребро, которое замыкается на одной вершине (петля увеличивает степень вершины на 2)
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	Кратные рёбра 
	рёбра, имеющие одинаковые концевые вершины (параллельные рёбра).
	 SHAPE  \* MERGEFORMAT 




	Мультиграф
	граф, в котором есть кратные рёбра
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	Псевдограф
	граф, в котором есть петли
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	Дерево
	связный граф без циклов. Любые две вершины дерева соединены лишь одним маршрутом. В дереве выделяется одна вершина, которая называется корнем дерева. 
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	Висячая вершина
	вершина, степень которой равна единице
	

	Лес
	несвязный граф, компоненты которого являются деревьями.
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	Орграф
	граф, все рёбра которого ориентированы (одну вершину считают началом, другая – концом)
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	Взвешенный граф
	Граф, каждому ребру которого поставлено в соответствие некоторое значение (вес)
	 SHAPE  \* MERGEFORMAT 




	Путь или Маршрут
	последовательность смежных рёбер. Длина пути – количество рёбер в пути
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	Цепь
	маршрут без повторяющихся рёбер
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	Цикл
	цепь, в котором последняя вершина совпадает с первой Самый короткий цикл – это петля.
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	Цикл Эйлера (Эйлерова линия)
	цикл, проходящий по каждому ребру ровно один раз. Эйлер доказал, что такой цикл существует тогда, и только тогда, когда все вершины в связанном графе имеют чётную степень.
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	Цикл Гамильтона (Гамильтонова линия)
	цикл, проходящий через все вершины графа по одному разу.
	 SHAPE  \* MERGEFORMAT 





ГЛАВА II. ПРИМЕНЕНИЕ ГРАФОВ

2.1. Области применения
Возникновение теории графов связано с решением головоломок и занимательных задач. Но, несмотря на это, теория графов стала в настоящее время простым и доступным средством решения вопросов, относящихся к широкому кругу проблем в различных областях. Кроме того, графы удобно использовать для наглядной иллюстрации классификации объектов, отношения между объектами, структуры объектов и. т. д. 

· Физика – схемы электрических цепей. 

· Биология – отношения между видами растений и животных, пищевые цепочки. География – раскраска карт.
· Спорт – схемы спортивных игр.
· Информатика – файловая система компьютера, блок – схемы алгоритмов. 
· Транспорт – схемы автодорог, железнодорожного сообщения. авиарейсов, водного транспорта.

· Логистика - нахождение оптимального маршрута согласно заданному условию.
· Химия – изображение химических соединений, структуры молекулы, взаимодействия молекул.

· История – генеалогические деревья, карты исторических событий, отношения исторических объектов.

· Медицина – схема переливания крови.
· Социология – моделирование социальных отношений.
· Астрономия – изображение созвездий на картах звёздного неба.
· Экономика – структура и взаимодействие объектов управления.

· Психология – социограммы, структуры взаимоотношений людей.
· Архитектура – сетевые графики строительства, сети коммуникаций.

· Математика – использование графических схем для классификации понятий и в решении задач.

2.2. Построение графов

В процессе работы над этой темой возник вопрос построения графов на компьютере. 

1. [image: image36.png]


Текстовый редактор MS Word удобно использовать для построения деревьев. Выбираем команды: «Вставка – SmartArt – Выберите тип диаграммы». (рис.4)
Далее с помощью конструктора мы добиваемся нужной конфигурации.
Рис. 4

2. [image: image37.jpg]


Программа Graph Online [9] не только позволит создать графов, но и решать довольно широкий круг задач с помощью графов. (рис. 5)
Рис. 5
3. Онлайн редактор графов Programforyou [10] позволяет создавать разнообразные графы и визуализировать работу различных алгоритмов. (рис. 6)
[image: image13.png]PI"OQI"@I’T}‘]QOU OHAC CEPBUCBI IONE3HOE NPOrPAMMbI MPOEKTbI KOHTAKTbI

@ [l06aBuTS BepLuHY
/" Dodasnms pedpo
/ [oBasuTs ayry

T noGasurs Texct
@ OuncTuTs rpacy

@r Cospats pad

[~} Cravars pacy 1/4. [lo6aBneHne BepuwmHbl
i Chenaiite ABOWHON KNMK NEBOA KHOMKOW MMM B MYCTOM
{m} MpencTasneHus rpacba MeCTe nons WM Haxmate knasnuy V.

. PaavecTuTs rpacy

* Deiicrenn

1 AnropnTiel

{§} Hactpoiiki

((T&) W+cTpykuns k penaxTopy

[JHe nokaswsate Gonuwe

lanee

(® Konwectso sepuwit: 0
./ Konusecrso pesep: 0

® Macuras: 100% Sco L AR





Рис. 6
ГЛАВАIII. ГРАФЫ И ЕГЭ

При решении некоторых задач ЕГЭ по математике удобно использовать графы для моделирования различных ситуаций. 
В данной главе рассмотрены примеры таких задач и способы их решения с использованием графов. 
Одним из методов решения задач на основе теории графов является метод дерева решений, который предполагает определять, какие действия следует принять в каждой вершине дерева. 
Дерево решений - математическая модель, которая задаёт процесс принятия решений так, что будут отображены каждое возможное решение, предшествующие и последующие этим решениям события или другие решения и последствия каждого конечного решения. [5]
Этот метод положен в основу системы подготовки к ЕГЭ по математике. Приведу несколько примеров.
3.1.  Дерево решения текстовых задач
При решении текстовых задач - тип  10 задания ЕГЭ (профиль), удобно пользоваться  следующей графической схемой. 

[image: image14] 
Приведу пример составления модели задачи с помощью дерева решений. 

Задача. Тип 10 № 26600 


Первая труба пропускает на 5 литров воды в минуту меньше, чем вторая. Сколько литров воды в минуту пропускает вторая труба, если резервуар объемом 375 литров она заполняет на 10 минут быстрее, чем первая труба заполняет резервуар объемом 500 литров?

Начинаю решение с анализа условия задачи:
1.  О каком процессе идет речь?  (о работе)
 2. Какими величинами он характеризуется?  (объём работы, производительность, время).
 3. Каким соотношением связаны эти три величины?  
Затем составляю модель задачи в виде дерева решений.


[image: image15]
 Используя эту модель, составляю уравнение:
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Решая это уравнение, получим ответ на вопрос задачи.
Аналогичные деревья решений я составляю для решения задач на работу, на сплавы, растворы и смеси (приложение 1).
3.2.  Дерево вероятностей
[image: image38.png]


Особое место метод дерева решений занимает при решении задач по теории вероятностей. 
[image: image39.png]


Сначала составляем дерево согласно условию задачи.

1) [image: image40.png]
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вероятность попадания в конечную вершину (вероятность исхода) можно вычислить, перемножая вероятности, встречаемые на ребрах соответствующего маршрута (красный маршрут на рис. 7).                                                                         
Рис. 7
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Р = а2 ‧ в1 ‧ с2
2) вероятность события, которому благоприятствуют несколько исходов, можно вычислить, складывая вероятности соответствующих конечных вершин (красные маршруты на рис. 8). 
Р = а1 + а2 ‧ в1 ‧ с2
Рис. 8

Приведу пример решения задачи с помощью дерева вероятностей.
Задача. Тип 5 № 320180
Ковбой Джон попал в муху на стене с вероятностью 0,9, если стрелял их пристрелянного револьвера. Если Джон стреляет из не пристрелянного револьвера, то он попадает в муху с вероятностью 0,2. На столе лежат 10 револьверов, из них только 4 пристрелянных. Ковбой видит на стене муху, наудачу хватает первый попавшийся револьвер и стреляет в муху. Найдите вероятность того, что Джон промахнется. 
Решение: 
 Событие А – Джон промахнулся. 
Построим дерево вероятностей (рис. 9).
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Рис.9

Вероятность того, что Джон взял пристрелянный револьвер, равна 0,4, а не пристрелянный 1- 0,4=0,6. Из пристрелянного револьвера Джон попадает с вероятностью 0,9, а промахнётся с вероятностью 1-0,9=0,1. Из не пристрелянного револьвера Джон попадает в муху с вероятностью 0,2, следовательно, промахнется с вероятностью 1- 0,2 = 0,8.
Р(А) = 0,4*0,1+0,8*0,6 = 0,04 + 0,48 = 0,52
 Ответ: 0,52
Деревья вероятности помогают решить и многие другие задачи типа 5 из ЕГЭ по математике (приложение 2).
3.3.  Дерево классификации

Для повторения и обобщения теоретического материала при подготовке к ЕГЭ по математике также на помощь приходят графы. 

Они помогают структурировать материал пройденных тем, что способствует лучшему запоминанию.

Приведу несколько примеров.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проводя исследования в области теории графов, я не только собрала материал по истории возникновения теории графов,  познакомилась с историей возникновения, основными понятиями и положениями этой науки, областями применения теории графов, освоила компьютерные программы для построения графов, но и открыла для себя возможность применения этой науки для подготовки к ЕГЭ по математике.
В результате проведенного исследования разработана эффективная методика применения графов при подготовке учащихся к ЕГЭ по профильной математике. С помощью анализа заданий ЕГЭ по профильной математике удалось выяснить, что теория графов помогает в решении различных типов заданий. Применение данной методики позволяет  успешно решать задачи по математике из ЕГЭ, связанные с использованием графов, и повысить свои шансы на получение высоких баллов. Графы также позволяют систематизировать информацию, необходимую для подготовки к экзамену, составлять планы решения задач и ход работы. Представление данных в виде графа придаёт им наглядность. 
Помимо этого, изучение теории графов способствует развитию логического мышления и аналитических способностей, что является важным навыком для успешного обучения и профессиональной деятельности в будущем.
Можно сделать вывод, что теория графов является простым, но достаточно эффективным средством при решении определённого круга математических задач и при систематизации материала при подготовке к ЕГЭ.

Таким образом, гипотеза, заключающаяся в том, что при подготовке к ЕГЭ мне могут помочь основные понятия и положения теории графов, подтвердилась. Цель, поставленная при выполнении проектной работы, разработать систему подготовки к ЕГЭ по математике, используя графы, достигнута; задачи  реализованы.

Проект является перспективным, так как я планирую продолжить изучение теории графов и расширить области её применения в моём образовании.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Задача. Тип 10 №  99573
Смешали 4 литра 15−процентного водного раствора некоторого вещества с 6 литрами 25−процентного водного раствора этого же вещества. Сколько процентов составляет концентрация получившегося раствора?
Решение. Составим модель задачи в виде дерева решений.
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 Используя эту модель, получаю выражение:
с = (0,15‧ 4 + 0,25 ‧ 6) : (4+6), 
с = 2,1 : 10,
с =  0,21. 

Ответ: концентрация полученного раствора 21%
Задача. Тип 10 №  26580
Из пункта A в пункт B, расстояние между которыми 75 км, одновременно выехали автомобилист и велосипедист. Известно, что за час автомобилист проезжает на 40 км больше, чем велосипедист. Определите скорость велосипедиста, если известно, что он прибыл в пункт B на 6 часов позже автомобилиста. Ответ дайте в км/ч.
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Используя эту модель, составляю уравнение:

75 : ( х + 40 ) + 6  = 75 : х

Решая это уравнение, получим ответ на вопрос задачи.

Ответ: 10.
ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Задача. Тип 5 № 320751
Агрофирма закупает куриные яйца только в двух домашних хозяйствах. Известно, что 5% яиц из первого хозяйства  — яйца высшей категории, а из второго хозяйства  — 30% яиц высшей категории. В этой агрофирме 15% яиц высшей категории. Найдите вероятность того, что яйцо, купленное у этой агрофирмы, окажется из первого хозяйства.

Решение: 

Событие А – яйцо высшей категории.

Х - вероятность того, что яйцо окажется из первого хозяйства

[image: image24.png],05x [,3(1 - %)

Bbicwan BbiCWan





Р(А) = 0,05х +0,3(1-х) = 0,3 – 0,25х

Р(А) = 0,15 ( по условию)

0,3 – 0,25х = 0,15 => х = 0,6

Ответ: 0,6

























Процесс





Движение





Работа





Сплавы и смеси





S = v · t  


расстояние








v = s : t


скорость





t = S : v


время





A = k · t  


работа








к = A : t


производительность





t = A : k


время








M = c · m  


масса раствора








с = М : м


концентрация





m = М : c


масса вещества








Работа





1 труба





2 труба





А = 500 л





к = х - 5





А = 375 л





к = х





�





� QUOTE � �� QUOTE � ����





Смеси и сплавы





1 раствор





2 раствор





м= 4





с =  0,15





М = 6





с = 0,25





М = 0,15 * 4





м = 0,25 * 6





3 РАСТВОР 





М = 4 + 6





С = (0,15* 4 + 0,25 * 6) : (4+6)





М = 0,15 * 4 +0,25 * 6





движение





автомобилист





велосипедист 





S = 75





v = x + 40





S = 75





v = x





t = 75 : ( х + 40 ) + 6





t = 75 : х� QUOTE � �� QUOTE � ���








PAGE  
5

