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ВВЕДЕНИЕ

Задача «Лягушачьи игры» опубликована на сайте «Олимпиады по программированию» в качестве одной из задач II Всероссийской заочной олимпиады школьников по информатике 2007/08 учебного года [1]. 
В этой задаче зеленые и коричневые лягушки изначально рассаживаются определенным образом на кочках болота и, прыгая по заданным правилам с кочки на кочку, пытаются достичь требуемой конечной рассадки. В процессе решения данной задачи необходимо вывести последовательность прыжков лягушек для достижения требуемой цели. Если же достичь требуемой рассадки лягушек нельзя, необходимо вывести число минус 1. 
Работа посвящена доказательству того, что требуемую рассадку лягушек можно получить всегда, то есть для любого числа зеленых и коричневых лягушек.
Актуальность настоящей работы определяется насущной необходимостью накопления теоретического и практического опыта разработки алгоритмов решения олимпиадных задач по информатике, а также необходимостью пропаганды научных знаний и подготовки учащихся к всероссийским и международным олимпиадам по информатике и программированию. 

Целью исследования является доказательство алгоритмической разрешимости олимпиадной задачи по информатике и программированию «Лягушачьи игры».

Для достижения данной цели необходимо сконструировать машину Тьюринга, решающую задачу достижения требуемой рассадки лягушек.

Объект исследования: олимпиадная задача по информатике и программированию «Лягушачьи игры».

Предмет исследования: возможность достижения требуемой рассадки лягушек в олимпиадной задаче по информатике «Лягушачьи игры».

Гипотеза исследования: задача достижения требуемой рассадки лягушек в олимпиадной задаче по информатике и программированию «Лягушачьи игры» алгоритмически разрешима.
Практическая значимость исследования заключается в приобретении знаний, умений и навыков доказательства алгоритмической разрешимости олимпиадных задач. 

Исследование было проведено в сроки с 1 сентября 2018 по 15 января 2019 года.
1   Постановка олимпиадной задачи
Приведём формулировку известной олимпиадной задачи по информатике и программированию «Лягушачьи игры».

Имя входного файла:





k.in
Имя выходного файла:





k.out
Максимальное время работы на одном тесте:

1 секундf
Максимальный объём используемой памяти:

64 мегабайта

В тридесятом царстве в новогодние праздники все лягушки собираются на самом большом болоте, чтобы поиграть в замечательную игру. Всего в этом царстве живет N зеленых лягушек и M коричневых. Для игры они выбирают на болоте N + M + 1 кочку, на первые N кочек слева садятся зеленые лягушки, а на последние M – коричневые (т. е. между ними находится одна кочка, на которой никто не сидит). Зеленые лягушки садятся лицом к коричневым лягушкам, а коричневые – к зеленым. Кочки настолько маленькие, что развернуться на них, не свалившись в болото, совершенно не возможно. Поэтому лягушки могут двигаться только вперед и не могут разворачиваться. 

На каждом ходе игры одна из лягушек перепрыгивает с той кочки, где она сидит, на свободную кочку. При этом лягушка может прыгнуть на соседнюю кочку вперед, либо перепрыгнуть через одну кочку, если соседняя занята. 

Чтобы праздник удался, зеленые лягушки должны оказаться на последних кочках, а коричневые – на первых. Порядок, в котором лягушки окажутся на кочках, не важен. Так как на праздник каждый раз приходит разное количество лягушек, то им каждый год приходится придумывать очередность прыжков. Напишите программу, которая поможет лягушкам составить план прыжков. 

Поиграть в эту игру для случая N = M = 3 можно по ссылке http://olympiads.ru/zaoch/2007/problems/frogs.swf  или по ссылке https://olympiads.ru/moscow/2015-16/vsosh/frogs.html.
Формат входных данных
Во входном файле записаны два числа N и M (1 ≤ N ≤ 1000, 1 ≤ M ≤ 1000) – количество зеленых и коричневых лягушек соответственно.
Формат выходных данных
Выведите последовательность прыжков лягушек для достижения поставленной цели. Каждый прыжок можно задать одним числом – номером прыгающей лягушки (поскольку свободная кочка всегда ровно одна). Пронумеруем всех лягушек в соответствии с их начальным положением. Зеленые лягушки будут пронумерованы числами от 1 до N, а коричневые – с N + 1 до N + M в порядке слева направо.

В первую строку выходного файла выведите число K – количество прыжков. Число K не должно превышать 107. Далее выведите K чисел – номера лягушек. 

Если же достичь требуемой рассадки лягушек нельзя, выведите одно число минус 1.

Пример
	k.in
	k.out

	2 1
	5
2 3 2 1 3


2   анализ примера из постановки олимпиадной задачи
Применительно к конкретному примеру, приведенному в постановке олимпиадной задачи, эта задача будет выглядеть следующим образом.

В тридесятом царстве в новогодние праздники все лягушки собираются на самом большом болоте, чтобы поиграть в замечательную игру. Всего в этом царстве живет N = 2 зеленых лягушек и M = 1 коричневая лягушка. Для игры они выбирают на болоте N + M + 1 = 2 + 1 + 1 = 4 кочки, на первые N = 2 кочки слева садятся зеленые лягушки, а на последние M = 1 – коричневые (т. е. между ними находится одна кочка, на которой никто не сидит). Зеленые лягушки садятся лицом к коричневым лягушкам, а коричневые – к зеленым. 
	[image: image1.png]
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Кочки настолько маленькие, что развернуться на них, не свалившись в болото, совершенно не возможно. 
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Поэтому лягушки могут двигаться только вперед и не могут разворачиваться. 

На каждом ходе игры одна из лягушек перепрыгивает с той кочки, где она сидит, на свободную кочку. При этом лягушка может прыгнуть на соседнюю кочку вперед, либо перепрыгнуть через одну кочку, если соседняя занята. 

Чтобы праздник удался, зеленые лягушки должны оказаться на последних кочках, а коричневые – на первых. 
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Порядок, в котором лягушки окажутся на кочках, не важен. Так как на праздник каждый раз приходит разное количество лягушек, то им каждый год приходится придумывать очередность прыжков. Напишите программу, которая поможет лягушкам составить план прыжков. 

Формат входных данных

Во входном файле записаны два числа N =2 и M = 1 (1 ≤ N ≤ 1000, 1 ≤ M ≤ 1000) – количество зеленых и коричневых лягушек соответственно.
Формат выходных данных

Выведите последовательность прыжков лягушек для достижения поставленной цели. Каждый прыжок можно задать одним числом – номером прыгающей лягушки (поскольку свободная кочка всегда ровно одна). Пронумеруем всех лягушек в соответствии с их начальным положением. Зеленые лягушки будут пронумерованы числами от 1 до N = 2, а коричневые – с N + 1 = 2 + 1 = 3 до N + M = 2 + 1 = 3 в порядке слева направо.
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В первую строку выходного файла выведите число K = 5 – количество прыжков. Число K = 5 не должно превышать 107. Далее выведите K = 5 чисел – номера лягушек. 

Если же достичь требуемой рассадки лягушек нельзя, выведите одно число минус 1.

	k.in
	k.out

	2 1
	5

2 3 2 1 3


Тогда в соответствии с данными выходного файла k.out пятишаговый процесс достижения требуемой рассадки лягушек будет выглядеть следующим образом.

Исходная рассадка лягушек.
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Рассадка после прыжка лягушки номер 2.
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Рассадка после прыжка лягушки номер 3.
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Рассадка после прыжка лягушки номер 2.
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Рассадка после прыжка лягушки номер 1.
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Рассадка после прыжка лягушки номер 3 (заключительная рассадка).
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Заметим, что требуемая рассадка лягушек достигнута, причем для человека рассмотренная последовательность прыжков понятна. 
Докажем, что требуемая рассадка лягушек может быть достигнута в результате прыжков лягушек, выполняемых по какому-либо алгоритму, то есть докажем алгоритмическую разрешимость олимпиадной задачи «Лягушачьи игры». 
3   алгоритмическая разрешимость задач
Приведем интуитивное (наивное) определение алгоритма. Совокупность правил, обладающих свойствами массовости (инвариантности относительно входной информации), детерменированности (однозначности применения этих правил на каждом шаге), результативности (получения после применения этих правил информации, являющейся результатом) и элементарности (отсутствии необходимости дальнейшего уточнения правил), называется алгоритмом [2]. 

Строгим уточнением этого наивного определения алгоритма является понятие машины Тьюринга, которое позволяет решить вопрос алгоритмической (машинной) разрешимости той или иной задачи [2 – 5]. 

Тезис Тьюринга. Для любого алгоритма, понимаемого в интуитивном смысле, можно построить машину Тьюринга, функционирование которой эквивалентно этому алгоритму.    ■ 

В соответствии с данным тезисом некоторая задача является алгоритмически разрешимой, если существует алгоритм (соответствующая машина Тьюринга) для ее решения, и алгоритмически неразрешимой − в противном случае.

Машиной Тьюринга называется специальный абстрактный автомат, имитирующий алгоритмические процессы. Она состоит из информационной ленты (ИЛ) и управляющей головки (УГ). 

Информационная лента представляет собой бесконечную ленту, разделенную на ячейки. В каждую ячейку ленты помещается один символ из некоторого конечного множества символов A = {s0, s1, …, sn}, называемого внешним алфавитом машины. Будем полагать, что символ s0 алфавита A равен 0 (нулю). Если в ячейке ленты записан символ 0 (ноль), то она считается пустой ячейкой.

Управляющая головка всегда находится в одном из некоторого конечного множества состояний Q = {q0, q1, …, qm},, называемого внутренним алфавитом машины. Элемент q1 из множества Q обозначает начальное, а символ q0 – конечное состояние (машина выключена). УГ может считывать символ из ячейки и записывать символ в ячейку, которую «видит». Кроме того, она может перемещаться вдоль информационной ленты на одну ячейку влево (Л), на одну ячейку вправо (П) или оставаться на месте (Н). Символы Л, П и Н образуют алфавит перемещений D.

Машина Тьюринга работает в дискретные моменты времени, называемые тактами. В каждый такт работы УГ совершает следующие действия: 1) считывает символ si, который она «видит»; 2) в соответствии со считанным символом si и своим состоянием qj записывает символ sk в эту ячейку; 3) переходит в следующее состояние qp; 4) перемещается или не перемещается вдоль ленты (символ dl 
[image: image31.wmf]Î

 D). 

Работу машины Тьюринга можно задать с помощью функциональной таблицы T, строки которой определяют символы алфавита Q, а столбцы – символы алфавита A. В ячейку таблицы T, находящуюся на пересечении строки qj и столбца si, в соответствии со сказанным выше, записывают упорядоченную тройку sk qp dl.

Совокупность содержания информационной ленты, положения и состояния управляющей головки называют конфигурацией машины Тьюринга. Описать всю работу машины Тьюринга можно последовательностью её конфигураций от пуска до останова [5].

4   конструирование машины тьюринга 
для решения олипиадной задачи
Для полноты эксперимента по установлению закономерностей в процессе рассадки лягушек возьмем случай трех зеленых и трех коричневых лягушек.
Тогда исходная рассадка лягушек будет выглядеть следующим образом.
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Здесь лягушки сидят на шести из семи кочек, желтая ячейка таблицы обозначает свободную кочку, синие ячейки – свободную воду болота. 

Пусть перед включением машины Тьюринга УГ, обозначенная здесь и далее черным цветом, находится в состоянии q0 (зеленая лягушка готова к прыжку) и видит крайнюю правую зеленую лягушку. 
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Переместим крайнюю правую зеленую лягушку на крайнюю правую кочку.
4.1 Перемещение зеленой лягушки вправо
УГ находится в состоянии q0 (зеленая лягушка готова к прыжку) и видит зеленую лягушку, следовательно, она должна записать в обозреваемую ячейку пустую кочку, перейти в состояние q1 (зеленая лягушка в полете) и переместиться на одну ячейку вправо к следующей ячейке таблицы.
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УГ находится в состоянии q1 (зеленая лягушка в полете) и видит пустую кочку, следовательно, она должна записать в обозреваемую ячейку зеленую лягушку, перейти в состояние q2 (зеленая лягушка приземлилась и коричневая готова к прыжку через нее) и переместиться на одну ячейку вправо к следующей ячейке таблицы.
	
	[image: image49.png]



	[image: image50.png]



	
	[image: image51.png]



	[image: image52.png]



	[image: image53.png]



	[image: image54.png]



	

	
	
	
	
	
	
	
	
	


УГ находится в состоянии q2 (зеленая лягушка приземлилась и коричневая готова к прыжку через нее) и видит коричневую лягушку, следовательно, она должна записать в обозреваемую ячейку пустую кочку, перейти в состояние q3 (коричневая лягушка в полете через зеленую лягушку) и переместиться на одну ячейку влево.
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УГ находится в состоянии q3 (коричневая лягушка в полете через зеленую лягушку) и видит зеленую лягушку, следовательно, она должна записать в обозреваемую ячейку такую же зеленую лягушку, перейти в такое же состояние q3 (коричневая лягушка в полете через зеленую лягушку) и переместиться на одну ячейку влево.
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УГ находится в состоянии q3 (коричневая лягушка в полете через зеленую лягушку) и видит пустую кочку, следовательно, она должна записать в обозреваемую ячейку коричневую лягушку, перейти в состояние q4 (коричневая лягушка приземлилась и зеленая готова к прыжку) и переместиться на одну ячейку вправо.
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Заметим, что текущая рассадка лягушек аналогична исходной (перед включением машины Тьюринга). Только теперь перед зеленой лягушкой есть пустая кочка и не три, а две коричневые лягушки. 
В данной ситуации УГ машины Тьюринга должна действовать аналогичным образом, что через некоторое количество тактов привести к рассадке такой, что перед зеленой лягушкой будет пустая кочка и одна коричневая лягушка.
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Затем УГ машины Тьюринга должна опять действовать аналогичным образом, что через некоторое количество тактов привести к рассадке такой, чтобы перед зеленой лягушкой была пустая кочка и свободная вода болота.
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УГ находится в состоянии q4 (коричневая лягушка приземлилась и зеленая готова к прыжку) и видит зеленую лягушку, следовательно, она должна записать в обозреваемую ячейку пустую кочку, перейти в состояние q1 (зеленая лягушка в полете) и переместиться на одну ячейку вправо.
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УГ находится в состоянии q1 (зеленая лягушка в полете) и видит пустую кочку, следовательно, она должна записать в обозреваемую ячейку зеленую лягушку, перейти в состояние q2 (зеленая лягушка приземлилась и коричневая готова к прыжку через нее) и переместиться на одну ячейку вправо.
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Переместили крайнюю правую зеленую лягушку на крайнюю правую кочку.
Теперь переместим пустую кочку влево к зеленым лягушкам.
4.2 Перемещение пустой кочки влево к зеленым лягушкам
УГ находится в состоянии q2 (зеленая лягушка приземлилась и коричневая готова к прыжку через нее) и видит открытую воду болота, следовательно, она должна записать в обозреваемую ячейку открытую воду болота, перейти в состояние q5 (старт перемещения пустой кочки влево к зеленым лягушкам) и переместиться на одну ячейку влево.
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УГ находится в состоянии q5 (старт перемещения пустой кочки влево к зеленым лягушкам) и видит зеленую лягушку, следовательно, она должна записать в обозреваемую ячейку зеленую лягушку, перейти в состояние q5 (старт перемещения пустой кочки влево к зеленым лягушкам) и переместиться на одну ячейку влево.
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УГ находится в состоянии q5 (старт перемещения пустой кочки влево к зеленым лягушкам) и видит пустую кочку, следовательно, она должна записать в обозреваемую ячейку коричневую лягушку, перейти в состояние q6 (перемещение пустой кочки влево к зеленым лягушкам) и переместиться на одну ячейку влево.
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УГ находится в состоянии q6 (перемещение пустой кочки влево к зеленым лягушкам)  и видит коричневую лягушку, следовательно, она должна записать в обозреваемую ячейку коричневую лягушку, перейти в состояние q6 (перемещение пустой кочки влево к зеленым лягушкам) и переместиться на одну ячейку влево.
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Выполнение УГ еще двух таких тактов приведет к следующей конфигурации машины Тьюринга.
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УГ находится в состоянии q6 (перемещение пустой кочки влево к зеленым лягушкам) и видит зеленую лягушку, следовательно, она должна записать в обозреваемую ячейку зеленую лягушку, перейти в состояние q7 (пустая кочка нашла свое место перед зелеными лягушками) и переместиться на одну ячейку вправо.
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УГ находится в состоянии q7 (пустая кочка нашла свое место перед зелеными лягушками) и видит коричневую лягушку, следовательно, она должна записать в обозреваемую ячейку пустую кочку, перейти в состояние q0 (зеленая лягушка готова к прыжку) и переместиться на одну ячейку влево.
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Теперь остается переместить еще две лягушки вправо.

4.3 Перемещение оставшихся зеленых лягушек вправо
Теперь УГ, действуя аналогичным образом, должна переместить оставшиеся слева две зеленые лягушки к крайней справа зеленой лягушке, и при перемещении пустой кочки к зеленым лягушкам обнаружить то, что зеленые лягушки закончились.
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УГ обнаружила, что зеленые лягушки закончились.

4.4 Заключительные такты работы машины Тьюринга
УГ находится в состоянии q6 (перемещение пустой кочки влево к зеленым лягушкам) и видит открытую воду болота, следовательно, она должна записать в обозреваемую ячейку открытую воду болота, перейти в состояние q8 (зеленые лягушки закончились) и переместиться на одну ячейку вправо.
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УГ находится в состоянии q8 (зеленые лягушки закончились) и видит коричневую лягушку, следовательно, она должна записать в обозреваемую ячейку коричневую лягушку, перейти в состояние q8 (зеленые лягушки закончились) и переместиться на одну ячейку вправо.
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Выполнение УГ еще трех таких тактов приведет к следующей конфигурации машины Тьюринга.
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УГ находится в состоянии q8 (зеленые лягушки закончились) и видит зеленую лягушку, следовательно, она должна записать в обозреваемую ячейку зеленую лягушку, перейти в состояние q9 (перед зелеными лягушками должна быть пустая кочка) и переместиться на одну ячейку влево.
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УГ находится в состоянии q9 (перед зелеными лягушками должна быть пустая кочка) и видит коричневую лягушку, следовательно, она должна записать в обозреваемую ячейку пустую кочку и остановиться.
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Требуемая рассадка лягушек достигнута.
Заметим, что в ПРИЛОЖЕНИИ А приведена полная последовательность конфигураций машины Тьюринга в процессе решения данной задачи (с тремя зелеными и тремя коричневыми лягушками).

4.5 Функциональная таблица сконструированной машины Тьюринга
Работу машины Тьюринга можно задать с помощью функциональной таблицы T (таблица 1), строки которой определяют символы внутреннего алфавита Q = { q0 (зеленая лягушка готова к прыжку); q1 (зеленая лягушка в полете); q2 (зеленая лягушка приземлилась и коричневая готова к прыжку через нее); q3 (коричневая лягушка в полете через зеленую лягушку); q4 (коричневая лягушка приземлилась и зеленая готова к прыжку); q5 (старт перемещения пустой кочки влево к зеленым лягушкам); q6 (перемещение пустой кочки влево к зеленым лягушкам); q7 (пустая кочка нашла свое место перед зелеными лягушками); q8 (зеленые лягушки закончились); q9 (перед зелеными лягушками должна быть пустая кочка)}, а столбцы – символы внешнего алфавита A = {0 (пустая кочка), 1 (зеленая лягушка), 2 (коричневая лягушка), _ (свободная вода болота)}.
Таблица 1 
	Q                  A
	0
	1
	2
	_

	q0
	
	0 q1 П
	
	

	q1
	1 q2 П
	
	
	

	q2
	
	1 q5 Л
	0 q3 Л
	_ q5 Л

	q3
	2 q4 П
	1 q3 Л
	
	

	q4
	
	0 q1 П
	
	

	q5
	2 q6 Л
	1 q5 Л
	
	

	q6
	2 q6 Л
	1 q7 П
	2 q6 Л
	_ q8 П

	q7
	
	
	0 q0 Л
	

	q8
	
	1 q9 Л
	2 q8 П
	

	q9
	
	
	0 q9 STOP
	


5   имитация работы машины тьюринга, решающей олипиадную задачу
Проимитируем работу сконструированной машины Тьюринга, решающей пример из рассмотренной выше постановки олимпиадной задачи «Лягушачьи игры» с двумя зелеными лягушками и одной коричневой, с помощью известной программы Алго2000 [машина Тьюринга]. Скриншоты с результатами пошагового исполнения этой программы, начиная с исходной рассадки лягушек и до требуемой заключительной рассадки, представлены в ПРИЛОЖЕНИИ Б. 

Заметим, что сконструированная машина Тьюринга прошла полную проверку на всём множестве предлагаемых организаторами олимпиады тестов, без нарушения указанных в условии олимпиадной задачи ограничений на требуемую конечную рассадку лягушек.
ЗАКЛЮЧЕНИЕ
По результатам выполненного исследования можно сделать следующие выводы:

1) Изучена постановка олимпиадной задачи «Лягушачьи игры». 
2) Выполнен анализ примера из постановки олимпиадной задачи.
3) Исследован вопрос алгоритмической разрешимости задач.

4) Сконструирована машина Тьюринга для решения олимпиадной задачи «Лягушачьи игры».
5) Доказана алгоритмическая разрешимость олимпиадной задачи «Лягушачьи игры» путем имитации работы машины Тьюринга, решающей эту задачу.
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ПРИЛОЖЕНИЕ А
Моделирование работы машины Тьюринга для решения олимпиадной задачи
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	Q0 - Зеленая лягушка готова к прыжку
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	Q1 - Зеленая лягушка в полете
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	Q2 - Зеленая лягушка приземлилась и коричневая готова к прыжку через нее
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	Q3 - Коричневая лягушка в полете через зеленую лягушку
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	Q3 - Коричневая лягушка в полете через зеленую лягушку
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	Q4 - Коричневая лягушка приземлилась и зеленая готова к прыжку
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	Q1 - Зеленая лягушка в полете
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	Q2 - Зеленая лягушка приземлилась и коричневая готова к прыжку через нее
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	Q3 - Коричневая лягушка в полете через зеленую лягушку
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	Q3 - Коричневая лягушка в полете через зеленую лягушку
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	Q4 - Коричневая лягушка приземлилась и зеленая готова к прыжку
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	Q1 - Зеленая лягушка в полете
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	Q2 - Зеленая лягушка приземлилась и коричневая готова к прыжку через нее
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	Q3 - Коричневая лягушка в полете через зеленую лягушку
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